Matematika kozépszint
Javitasi-értékelési utmutato 2112

MATEMATIKA

KOZEPSZINTU
IRASBELI VIZSGA

JAVITASI-ERTEKELESI
UTMUTATO

ERETTSEGI VIZSGA * 2021. majus 4.

EMBERI EROFORRASOK MINISZTERIUMA




Matematika — kozépszint Javitasi-értékelési itmutato

Fontos tudnivalok

Formai eloirasok:

1. Kérjiik, hogy a dolgozatot a vizsgazo altal hasznalt szin(itdl eltéré szinii tollal, olvas-
hatéan javitsa ki.

2. A feladatok mellett talalhato sziirke téglalapok koziil az elsében a feladatra adhatd ma-
ximalis pontszdm van, a javitd altal adott pontszam a mellette levd téglalapba
kertiiljon.

3. Kifogastalan megoldas esetén kérjiik, hogy a maximalis pontszam feltlintetése mellett
kipipalassal jelezze, hogy az adott gondolati egységet latta, és jonak mindsitette.

4. Hianyos/hibds megoldas esetén kérjiik, hogy a hiba jelzése mellett az egyes részpont-
szamokat is irja rd a dolgozatra. Ha a dolgozat javitasat jobban kovethetdvé teszi, akkor
a vizsgdzo altal elvesztett részpontszamok jelzése is elfogadhatd. Ne maradjon olyan
részlet a megoldasban, amelyrdl a javitas utan nem nyilvanvald, hogy helyes, hibas vagy
folosleges.

5. A javitas soran alkalmazza az alabbi jeloléseket.
e helyes 1épés: kipipalas
e clvi hiba: kétszeres alahuzas
e szamolasi hiba vagy mas, nem elvi hiba: egyszeres aldhizas
e rossz kiindul6 adattal végzett helyes 1€pés: szaggatott vagy dthuzott kipipdlas
¢ hianyos indoklas, hidnyos felsorolas vagy mas hiany: hidanyjel
e nem érthetd rész: kérdojel és/vagy hullamvonal
6. Az abran kiviil ceruzaval irt részeket ne értékelje.

Tartalmi kérések:

1. Egyes feladatoknal tobb megoldas pontozasat is megadtuk. Amennyiben azoktol eltéro
megoldas sziiletik, keresse meg ezen megolddsoknak az utmutatd egyes részleteivel
egyenértékil részeit, és ennek alapjan pontozzon.

2. A pontozasi Gtmutatd pontjai tovabb bonthaték, hacsak az itmutaté masképp nem
rendelkezik. Az adhat6 pontszamok azonban csak egész pontok lehetnek.

3. Ha a megoldéasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar
pont, ahol a tanul6 a hibat elkdvette. Ha a hibas részeredménnyel helyes gondolatmenet
alapjan tovabb dolgozik, és a megoldandé probléma Iényegében nem valtozik meg, ak-
kor a kovetkezd részpontszamokat meg kell adni.

4. Elvi hibat kovetéen egy gondolati egységen beliil (ezeket az itmutatéban kettds vonal
jelzi) a formalisan helyes matematikai 1épésekre sem jar pont. Ha azonban a tanuld
az elvi hibaval kapott rossz eredménnyel — mint kiindul6 adattal — helyesen szamol to-
vabb a kovetkez6 gondolati egységekben vagy részkérdésekben, akkor ezekre a részekre
kapja meg a maximalis pontot, ha a megoldand6 probléma lényegében nem valtozott
meg.

5. Ha a megoldasi utmutatéban zardjelben szerepel egy megjegyzés vagy mértékegység,
akkor ennek hidnya esetén is teljes értékil a megoldas.
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6.

7.

8.
9.

10.

11.

12.

13.

14.

Egy feladatra adott tobbféle megoldasi probalkozas koziil a vizsgazoé altal megjelolt
valtozat értékelhetd. A javitds soran egyértelmiien jelezze, hogy melyik valtozatot ér-
tékelte, és melyiket nem.

A megoldasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre eléirt maximalis
pontszamot meghaladé pont) nem adhaté.

Egy feladatra vagy részfeladatra adott 6sszpontszam nem lehet negativ.

Az olyan részszamitasokért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibasak, de
amelyeket a feladat megoldasahoz a vizsgazo ténylegesen nem hasznal fel.

A gondolatmenet kifejtése soran a zsebszamologép hasznalata — tovabbi matemati-
kai indoklas nélkiil — a kovetkezé miiveletek elvégzésére fogadhaté el: 6sszeadas,

. r r /4 r r 3 r n . 14 r 14 . r r
kivonas, szorzas, osztas, hatvanyozas, gyokvonas, n!, (k) kiszamitasa, a fliggvénytab-

lazatban fellelhet6 tablazatok helyettesitése (sin, cos, tg, log és ezek inverzei), a w €s az
e szam kozelitd értékének megadasa, nullara rendezett masodfoka egyenlet gyokeinek
meghatarozasa. Tovabbi matematikai indokléas nélkiil hasznalhatok a szamoldgépek bi-
zonyos statisztikai mutatok kiszamitasara (atlag, szords) abban az esetben, ha a feladat
szovege kifejezetten nem koveteli meg az ezzel kapcsolatos részletszamitasok bemuta-
tasat is. Egyéb esetekben a géppel elvégzett szamitasok indoklas nélkiili 1épéseknek
szamitanak, azokért nem jar pont.

Az abrak bizonyito ereji felhasznalasa (példaul adatok leolvasasa méréssel) nem elfo-
gadhato.

Valészintiségek megadasanal (ha a feladat szovege masképp nem rendelkezik) a szaza-
Iékban megadott helyes valasz is elfogadhat6.

Ha egy feladat szovege nem ir el kerekitési kotelezettséget, akkor az utmutatoban meg-
adottol eltérd, észszeri és helyes kerekitésekkel kapott rész- €s végeredmény is elfo-
gadhato.

A vizsgafeladatsor I1. B részében Kkitiizott 3 feladat koziil csak 2 feladat megoldasa
értékelhetd. A vizsgazod az erre a célra szolgald négyzetben — feltehetdleg — megjelolte
annak a feladatnak a sorszamat, amelynek értékelése nem fog beszdmitani az 6sszpont-
szamaba. Ennek megfelelden a megjelolt feladatra esetlegesen adott megoldast nem is
kell javitani. Ha a vizsgdz6 nem jelolte meg, hogy melyik feladat értékelését nem kéri,
¢s a valasztas ténye a dolgozatbdl sem deriil ki egyértelmiien, akkor a nem értékelendd
feladat automatikusan a kitizott sorrend szerinti utolso feladat lesz.
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I.
1.
3 2 pont
Osszesen: | 2 pont
2.
9 2 pont | 4 2° vdlasz is elfogadhato.
Osszesen: | 2 pont
3.
ANB={12;18; 24; 30; 36} 2 pont
Osszesen: | 2 pont
4.
(Mivel egy négyszog belso szogeinek dsszege 360°,
a legkisebb szdget a-val jeldlve:) 2 pont
o+ 20+ 30+ 4a=360°.
Ebbdl o = 36°. 1 pont
A legnagyobb szog: (4-36° =) 144°. 1 pont
Osszesen: | 4 pont
S.
1 jo valasz, vagy 2 jo és
BésC 2 pont | I rossz vdlasz esetén
1 pont jar.
Osszesen: | 2 pont
6.
Terjedelem: 600 Ft 1 pont
Modusz: 1000 Ft 1 pont
Median: 1200 Ft 1 pont
Atlag: 1300 Ft 1 pont
Osszesen: | 4 pont
7.
(150 000-0,94 =) 141 000 Ft 2 pont
Osszesen: | 2 pont
8.
Példaul (1; 2). 2 pont
Osszesen: | 2 pont
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9.
8 2 pont
Osszesen: | 2 pont
10.
x =5 1 pont
xX,=3 1 pont
Osszesen: | 2 pont
11.
T
A (_j =-2 2 pont
2
Osszesen: | 2 pont

12. elsé megoldas

Osszesen (9-10- 10 =) 900 darab haromjegyti pozitiv 1 vont

egész szam van (Osszes eset szama). P

Ezek koziil 9-9 -8 = 648 olyan, amelynek a szamje- 2 pont

gyeli kiilonb6zdk (kedvezd esetek szama). P

A keresett valoszinliség: % (=0,72). 1 pont
Osszesen: | 4 pont

12. masodik megoldas

Annak valoszinlisége, hogy egy véletlenszeriien va-
lasztott szdm masodik szdmjegye kiilonbozik az elso-
9 1 pont
tél: —.
10
Annak valoszinisége, hogy a harmadik szdmjegye
killonbozik az elsé kettstol: %. I pont
i 9 8
A keresett valoszinliség ezek szorzata: 070 =0,72. | 2pont
Osszesen: | 4 pont
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II. A

13. a)

A zarojelek felbontésa utan:

¥ +8x+16+x" +3x+2=9. 2 pont
2x* +11x+9=0 1 pont
x=—1,x,=-4,5 2 pont
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalens atalaki- 1
tasokra valo hivatkozassal. pont

Osszesen: | 6 pont
13. b) els6 megoldas
Az elsd egyenletbdl: y =7 — 2x. 1 pont
A masodik egyenletbe behelyettesitve: 1
3x - 7-(7 - 2x) = 36. pont
17x —49 =36 1 pont
x=35 1 pont
y=-3 1 pont
Ellendrzés. 1 pont

Osszesen: | 6 pont
13. b) masodik megoldas
Az els6 egyenletet 3-mal, a masodikat 2-vel szorozva: Az els egyenletet T-tel

6x+3y =21 2 pont | szorozva:

6x—14y=72)" 14x + 7y = 49.
Az els6bdl a masodikat kivonva: | Ehhez a masodik egyenle-
17y =-51. pont tet hozzaadva: 17x = 85.
y=-3 lpont|x=5
Valamelyik eredeti egyenletbe behelyettesitve: x = 5. 1 pont | y=-3
Ellendrzés. 1 pont

Osszesen: | 6 pont
14. a)
ABC«=70° 1 pont
D 12 C

-/ A BCT harom-
~ 6 s%ogben. . I pont
sin 70° = —
\ /1 70° 6
A T B

AD=CT=m=5,64 (cm) 1 pont
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Pitagorasz-tétellel: TB* +m” =36, 1 pont | cos70° = %
amib6l 7B = 2,05 (cm). 1 pont
AB =12 +2,05=14,05 (cm) 1 pont
Osszesen: | 6 pont
14. b) elsé megoldas
D 12 C
Q 110°
6
\ p 1 pont
A B
A BCD haromszogben a koszinusztételt felirva:
BD’=12+6"=2-12-6-cos110°,
BD = 15,14 cm 1 pont
A BCD haromszogben a szinusztételt felirva: :
) 12 sin
6 __sind bpont| 15 14 sint10°
15,14 sinl10° ’
sin 0 = 0,3724 1 pont | sin B = (,7448
(Mivel 6 <90°, igy) 6 = 21,9° 1 pont | B =48,1°
B=180°—110°—-21,9°=48,1° 1 pont | 6 =21,9°
Osszesen: | 6 pont
14. b) masodik megoldas
D 12 C
Q 110°
5,64 6
B 5 . 2 pont
A 14,05 B P
(Az a) részfeladatban kapott eredményekbdl, az ABD
haromszogben a Pitagorasz-tételt felirva:)
BD =\AD* + AB> =/5,64> +14,05” = 15,14 cm.
Ez a pont akkor is jar, ha
ABD< = BDC<, mert valtészogek. 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.
Az ABD haromszogben: tg o= 5,64 ) 1 pont
14,05
0~=21,9° 1 pont
f=180°—110°-21,9°=48,1° 1 pont | B=70°-3
Osszesen: | 6 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo valamelyik valaszat mértékegység nélkiil adja meg, akkor ezért a
feladatban dsszesen 1 pontot veszitsen.
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15. a)

70=37-1g K+ 31 1 pont

39

37 =gk 1 pont

39

K =107 = 11,325 2 pont

0,325 év megfelel 0,325-12 = 3,9 honapnak, 1 pont

tehat kerekitve 11 éves és 4 honapos az a kutya, EZ al?m?t em.jar, }fa 4

, , . 1 pont | vizsgdzo nem kerekit,
amely emberévekben mérve 70 éves. ,
vagy rosszul kerekit.

Osszesen: | 6 pont

15. b)

A 8 éves kutya a masodik szamitdsi modszer szerint 2 pont

5,5-8 + 12 =56 éves emberévekben mérve, p

az amerikai képlet szerint pedig

37.1 8 + 31 ~ 644 éves. 2 pont

., 64,4

Ez az érték az 56-nak 56 =|1,15-szorosa, 1 pont

tehat 15%-kal nagyobb. 1 pont
Osszesen: | 6 pont
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II. B

16. a)

Egy betliharmas megadasa az {ABE, ACD, ACE,

AEF, BGH, DGH} halmazbol. 2 pont

Osszesen: | 2 pont

16. b) elsé megoldas

A fokszamok 6sszege 30, 1 pont Z'Z’zek ap ontok'akk?r,zs
jarnak, ha a vizsgazo az
az eddig lejatszott mérkdzések szama ennek fele, abra alapjan helyesen
1 pont : . .
azaz 15. megadja az élek szamat.
Az 5 fordulo alatt megrendezendé mérkdzések szama
ﬁ =20. 1 pont
2
Tehat (20 — 15 =) 5 mérk6zés maradt el. 1 pont
Osszesen: | 4 pont

16. b) masodik megoldas

Ez a pont akkor is jar, ha

Ha eddig minden mérkdzést lejatszottak volna, akkor
1 pont | ez a gondolat csak a meg-

minden fokszam 5 lenne. oldasbol deviil ki
Az ehhez ,,hidanyz6” fokszamok rendre: 1

0,1,2,1,1,2,2, 1. pont

Az elmaradt mérkézések szama a hidnyzé fokszamok 1 pont

Osszegének (10) a fele,

tehat 5 mérk6zés maradt el. 1 pont

Osszesen: | 4 pont

16. ¢)
Annak a valosziniisége, hogy a jatékos egy biinteto- Ez a pont akkor is jar, ha
. 2oy , 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
16vésbol nem szerez golt: (1 —0,3 =) 0,7. g I
oldasbdl deriil ki.

A kérdezett valoszintiség binomidlis eloszlassal sza-
molva (4-szer szerez golt s 6-szor nem):

[1()} 0,307 ~ 2 pont
4 5 "V, ~

~ 0,200. 1 pont

Osszesen: | 4 pont

2112 irasbeli vizsga 9/13 2021. méjus 4.



Matematika — kozépszint

Javitasi-értékelési utmutatd

16. d) elsé megoldas

Ez a pont akkor is jar, ha
a vizsgazo méterben he-

1 m’ =1 000000 cm’ I pont | | e
lyesen szamol, és méter-
ben adja meg a valaszt.

A szabvanyos korong sugara: » = 3,81 (cm). 1 pont
Ha a hasonlosag aranya

A szabvanyos korong térfogata: 1 pont k, akkor a nagymeéretii

V=381"1-2,54~ 1158 (cm’). POt korong térfogata:
V=(3,81-k n(2,54-k)

A k-szorosra nagyitott korong térfogata az eredetinek | vont

i>-szorosa: 1 000 000 = 115,8-k". P

Ebbdl k = /8636 = 20,5. 1 pont

A nagyméretli korong magassaga: I pont

(20,5-2,54 =) 52 cm,

alapkorének dtmérdje pedig: (20,5-7,62 =) 156 cm. 1 pont

Osszesen: | 7 pont

16. d) masodik megoldas

A feladat szovege alapjan (a szabvanyos €s a nagy-

méretli korong esetében is) az alapkor r sugarara,

SR . . 1 pont

d atmérdjére és a korong m magassagara egyarant

2r =d = 3m teljesiil.

Azaz (mindkét korong esetében) m = %r. 1 pont

Ha a nagyméretii korong sugarat (méterben mérve) R

jeloli, akkor a feladat szovege alapjan: Rzn% R=1. 1 pont

Ebbdl R = 30,4775 = 0,78 (m). 2 pont

A nagyméretli korong alapkorének atmérdje: 1 vont

(2-0,78 =) 1,56 m, P

2
magassaga pedig: (5-0,78 =) 0,52 m. 1 pont
Osszesen: | 7 pont
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17. a) elsé megoldas

A feladat szovege alapjan megoldando a kovetkezd

m+b=200 } 2 pont
egyenletrendszer: .
21m+b=5200
A masodik egyenletbdl az elsét kivonva: 1 ¢
20m = 5000. pon
Az egyenletrendszer megoldasa: m = 250 1 pont
és b =-50.
. , L , 1 pont
(Tehat a hozzarendelési szabaly: x +— 250x—50.)
Osszesen: | 5 pont
17. a) masodik megoldas
A kérdéses linedris fliggvény grafikonjanak meredek-
L 5200-200 _ 2 pont
ségére: m=——=
21-1
=250. 1 pont
200 =250+ b 1 pont | 5200=21-250+5
Ebbdl b =-50. 1 pont
(Tehat a hozzéarendelési szabaly: x — 250x—50.)
Osszesen: | 5 pont
17.b)
Szamtani sorozat esetén (a; = 200, a,; = 5200):
(200+5200)-21 2 pont
Sy = 2 =
= 56 700 métert uszna Anna a teljes felkésziilés alatt. 1 pont
Meértani sorozat esetén (b, = 200, b,; = 5200):
20 1 pont
5200 =200-4"".
g =26 1 pont
q=1,177 1 pont
21
S, = 200.1’1,11777711: 1 pont
~ 33 500 métert iszna Anna. 1 pont
Osszesen: | 8 pont
17. ¢) elsé megoldas
A résztvevok szama legyen n, 1
ekkor a ndk szdma 0,36n, a férfiak szdma 0,64n. pont
Az életkorok dsszege 0,36n-35 + 0,64n-38 =36,92n, | 2 pont
atlaga pedig (36’92’1 =j 36,92 év. 1 pont
Osszesen: | 4 pont
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17. ¢) masodik megoldas

A résztvevok 0,36 része no, 0,64 része férfi. 1 pont
Sulyozott atlaggal szamolva: 0,36-35 + 0,64-38 = 2 pont
~ 37 év az 6sszes indul6 atlagéletkora. 1 pont

Osszesen: | 4 pont

18. a)

5-2 =10 olyan egyenes van, amely illeszkedik az
A, B, C, D, E pontok valamelyikére, illetve az F, G 2 pont
pontok valamelyikére.

Az A, B, C, D, E pontokra, valamint az F' €s G pon-
tokra is illeszkedik 1-1 egyenes, 0sszesen tehat 12 1 pont
megfeleld egyenes van.

Osszesen: | 3 pont

18. b) els6 megoldas

A harom kivalasztott pont akkor alkot haromszdget, Ez a pont akkor is jar, ha
ha nem esnek egy egyenesre. (Az 4, B, C, D, E pon- 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
tok koziil vagy 2-t vlasztunk, vagy 1-et.) oldasbdl deriil ki.

5
Az A, B, C, D, E pontok koziil 2-t ( j = 10-félekép-
2 1 pont

pen valaszthatunk ki,

¢s ezekhez a harmadik cstcsot 2-féleképpen (F és G
koziil) valaszthatjuk ki. Ebben az esetben tehat 20 1 pont
kiilonb6z6 haromszog van.

Az A, B, C, D, E pontok koziil 1-et 5-féleképpen va-

laszthatunk ki, és ezt kotjiik 6ssze F-fel és G-vel. 1 pont
Ebben az esetben tehat 5 kiilonb6z6 haromszog van.
Igy 6sszesen 20 + 5 = 25 haromszog létezik. 1 pont

Osszesen: | 5 pont

18. b) masodik megoldas

(Komplementer 6sszeszdmolast alkalmazunk.)
7
A 7 pont kozil 3-at (3] = 35-féleképpen valasztha- 2 pont

tunk ki,

de ezek koziil az egy egyenesre illeszkedd

5
[3] = 10 darab pontharmas nem alkot haromszoget. 2 pont

fgy 6sszesen 35 — 10 = 25 haromszog létezik. 1 pont

Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: Teljes pontszamot kapjon a vizsgdzo, ha rendezetten felsorolja a lehetséges ha-
romszogeket, és ez alapjan helyesen valaszol.
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18. ) elsé megoldas

‘ﬁ‘ = (J(=2)* +4* =)3/20 1 pont
‘W‘ = (V4 +22 =420 1 pont
\m\ = (/6> +(=2)* =)v/40 1 pont
J20 ’ +20 = J40 ’ , tehat (a Pitagorasz-tétel meg- 1 pont
forditdsa miatt) az L-nél valoban derékszog van.
Osszesen: | 4 pont
18. ¢) masodik megoldas
LK =(-2; 4) 1 pont
LM =(4;2) 1 pont
o = . . 1 vont Skalaris szorzatuk:
Az LK vektor az LM vektor 90°-o0s elforgatottja, pont | s 4i4.0=0
tehat L-nél valoban derékszdg van. 1 pont
Osszesen: | 4 pont
18. c) harmadik megoldas
1—
A KL egyenes meredeksége: —( 51) =— 1 pont
. 3-1 1
Az LM egyenes meredeksége: 31 =5 1 pont
Ezek szorzata —1, 1 pont
tehat az egyenesek merdlegesek (igy L-nél valoban
st 1 pont
derékszog van).
Osszesen: | 4 pont
18. d)
(A Thalész-tétel, illetve a megforditdsa miatt) derék-
sz0gl haromszogben a koriilirt kor kozéppontja az 4t- | 1 pont
fogd felezdpontja, sugara pedig az atfogo fele.
Az atfogo felezOpontja: Fi,, = (2; 4). 1 pont
KM 6" +(-2)"
r= = (=2) = 40 =10 1 pont
2 2 2
A koriilirt kor egyenlete: (x—2)° +(y—4)’ =10. 2 pont
Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: A KM oldal felezomerdlegesének egyenlete: y =3x —2, a KL oldalé: y = 0,5x + 3,

az LM oldalé: y = —2x + 8.
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